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Este trabalho apresenta um Algoritmo de Insercao de Espera (AIE) para o problema de
uma maquina com sequéncia predefinida. O AIE trata do problema com funcao-objetivo
que considera a soma de funcoes convexas do horario de término independentes para
cada ordem. O algoritmo estende os resultados existentes conhecidos por tratar de um

problema mais genérico mantendo o tempo de solucao computacional polinomial do
ramanho da entrada de dados.

Palavras-chave: programacao de uma maquina, insercao de espera, algoritmo polinomial.

1. Introducao

Seja J={1,2,...} um conjunto ordenado finito de indices que representam
as ordens. Cada ordem j (jeJ) € caracterizada pelo quadrupla (hj,w;,pjdj)
representando respectivamente: custo de adiantamento, custo de atraso,
tempo de processamento e data de entrega.

Todo o trabalho realizado vai considerar que uma sequéncia tenha sido
definida previamente por algum outro procedimento adequado a ess€ fim. A
programacao aqui € definida como a determinacado dos horarios de inicio e de
término das ordens de uma dada seqiiéncia. Para uma dada ordem j, existe
um intervalo de processamento le,etp] onde e significa o horario efetivo de
inicio do processamento da ordem j, e [--] representa um intervalo fechado.
Observe que para duas ordens consecutivas j e j+1, trabalhando em uma
Gnica maquina, com intervalos de processamento definidos por [ej,eitpi] €
[ej+1,€p1FPj 15 pode haver interseccao dos intervalos apenas nos pontos
extremos dos mesmos. Essa consideraciao sera utilizada para facilitar o
desenvolvimento posterior. Seja C; e W, respectivamente 0O horario de término €
o periodo de espera antes da realizacao da ordem j. O programa 7 de um
conjunto de ordens J, € a determinacao do horario de inicio de cada ordem, ou
seja, 7={e1,€2,..-,€J|}; onde e=Cy1+ W, Um programa parcial, 7z, € um programa
que contém as j primeiras ordens de J.

O programa € realizado de maneira a tentar cumprir as datas de entrega
d;, sabendo-se que cada ordem demanda um determinado tempo p; para 0 Seu
processamento. Ha possibilidade de insercao de tempo de espera W, antes da
elaboracao de uma determinada ordem j. Supondo que C; represente o horario
de término da ordem j, a funcao-objetivo estudada aqui pode ser definida como

min g(7) = ZJ.EJ g;(C;), onde gj-) € uma funcgao convexa.

2. Revisao bibliografica

A insercao de espera so faz sentido caso O término antecipado de uma
ordem prejudique o custo total do programa. Por essa razao, a literatura
relacionada a insercdo de espera sempre esta associada ao problema que
contém adiantamento e atraso. O atraso pode ser definido como
T~=max{0,C~dj} e o adiantamento como E~max{0,d—-Cj}.



publicado de forma ampla que

(1987). De uma maneira bastante
blema

Provavelmente o primeiro trabalho

apresentou um AIE pertence a FRY et al
clara, os autores formularam o problema de insercao de espera no pro

de atraso e adiantamento com custos individuais, Z;EJ(hJEJ +ijj], como

um problema de programacao linear. Pela caracteristica do tipo de problema, o
pior caso do mesmo € resolvido em tempo O(|J|?). Algum tempo depois,
DAVIS: KANET (1993) propuseram um outro algoritmo para O Imesmo

problema com 0 mesmo tempo no pior caso.
De uma maneira provavelmente independente, GAREY et al. (1988)

também propuseram um AIE para o problema de atraso € adiantamento sem
custos, ZJ'EJ(EJ +T,), com tempo O(|J|log|J]|)!. Para o caso da consideracao

de um custo unico para adiantamento e atraso, Z ,EJ{w (E; +T;)}, os autores
J

indicam como 0 algoritmo deve ser reformulado de modo que a tempo
computacional seja mantido. YANO; KIM (1991) elaboraram um AlE baseado
na programacao dinamica. A insercao de espera € feita no problema com

funcao-objetivo Z;EJ(hJEJ +w,T;), onde € suposto que wzhz0. O tempo de

solucao no pior caso € O(|J|%log|J|).
_C'(?LIN; SHIMIZU (2000) fazem uma adaptacdao do AIE de GAREY et al.
possibilitando que o mesmo seja utilizado no problema do tpo

ZJEJ(hJ-EJ- +w;T;), mantendo o tempo de solucao em O(|J|log|J]).

Todos os trabalhos mencionados supdoem que os algoritmos sejam
utilizados a partir de uma seqiiéncia inicial definida preliminarmente. Como o0
problema de obtencao das sequéncias ¢ fortemente NP-dificil?2, existem
diversos métodos heuristicos para sua solucao. Dentre esses métodos,
podemos destacar as regras de despacho € outros procedimentos mais
poderosos e intensivos computacionalmente como por exemplo a busca-tabu

(MORTON; PENTICO, 1993).
Todos os AIE devem ser utilizados associados a procedimentos de

seqlienciamento como pode ser observado por exemplo em COLIN (1998), que
utilizou o beam search como um gerador de seqiéncias € um AlE para definir

oS programas.

3. Algoritmo de insercao de espera
Nesta secao sugere-se um AIE que considera uma classe ampla de

funcoes-objetivo. Para cada ordem, essa classe ampla sera sintetizada como
qualquer funcao cujos custos sejam representados por uma fun¢ao convexa3
de seu horario de término. A funcao-objetivo em s1 sera a soma das funcoes
de custo de cada ordem.

Embora a espera seja destacada no proprio nome do algoritmo, sua
utilizacdo nao a define diretamente. O algoritmo vai definir os horarios de

' Neste trabalho logn=log,n.
? LAWLER (1977) provou que o problema de otimiza¢ao >w;7; ¢ fortemente NP-dificil. Como nossos

problemas sio casos mais genéricos do que o de LAWLER, também podemos dizer que os mesmos sao
fnrtcmfnte NP-dificeis. O caso Y(E+T;) também foi provado ser NP-dificil por GAREY et al. (1988).

A nio-consideracio de uma classe mais ampla de fungdes, como fungbes quase-convexas ou
pseudoconvexas por exemplo, acontece pela falta da propriedade de quase-convexidade da soma dessas
funcoes. Aqui poderia-se considerar qualquer classe de fun¢des, desde que sua soma se manftivesse coOmo
uma fun¢do quase-convexa. Em realidade, essa restri¢ao acontece pela dificuldade de convergéncia de um

algoritmo numa fung¢ao que possua mais de um ponto de minimo local estrito.
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inicio das ordens, e; as esperas W, como ja mostrado anteriormente, podem
ser obtidas pela seguinte equacao: Wi=e(e.1+pj1).
Seja C; =argming,(C;) o horario de término que minimiza o custo

relacionado a ordem j. O valor de C; vai ser alterado dependendo da funcao

que define os custos da ordem.
Seja B={1,2,...,I um conjunto de indices dos blocos de ordens. Um bloco

de ordens bcB é definido como uma seqiiéncia parcial que € programada
contigilamente, ou seja, sem insercao de espera entre as ordens da mesma.
Matematicamente pode-se dizer que uma dada sequéncia de ordens
M={Jm1,JmJ,..i,Jm!} é um bloco de ordens se extpi=ex+1 (sendo mi<k<my),

(m<|J|). Ao longo do trabalho,

€n 1+ Py <€ (Mi>1) € €, +Pn <€y
aléem de uma seqiiéncia parcial de ordens, um bloco sera por vezes
considerado como um intervalo de tempo ou como um conjunto ordenado de

ordens.
As ordens de cada bloco b sao particionadas em 2 subconjuntos,

denominados Dim(b) e Aum(b). Se je Dim(b) e o bloco for antecipado, o valor da
funcao-objetivo diminui ou se mantém constante; se je Aum(b) e o bloco for

antecipado o valor da funcao-objetivo aumenta ou se mantém constante.
Assume-se que um programa completo 7z possua [ blocos {1,2,....5 (1<b<[;

I<|J|). No processamento do algoritmo, para se representar um bloco b, serao
necessarios apenas as defini¢oes dos indices extremos, ou seja, primeiro(b) que
é o indice da primeira ordem de b e 1ltimo(b) que € o indice da ultima ordem de
b. As ordens intermediarias sao facilmente identificadas pois sao relacionadas

com a primeira € com a ultima.

3.1. Preliminares
No decorrer desta secao, R representa o conjunto dos numeros reais.

Faremos abaixo definicoes e provas importantes para o desenvolvimento do
AlE.

Definicao. (Conjunto convexo) (LUENBERGER, 1984, p. 464): Um conjunto
QcR é dito convexo s€ para cada x;,x€(, e cada numero real a, O<e<l, o

ponto axi+(1-a)x2€€2.

Definicdo. (Funcao convexa) (LUENBERGER, p. 176): Uma funcao g definida
num conjunto convexo Q € considerada como sendo convexa se, para cada

x1,X2€82 e cada  numero real a, O<ex<l, a inequacao
glaxi+(1-a)xz)<ag(x)+(1-a)g(xz) se mantém.

Lema 1. (Soma de funcoes convexas) Sejam g1 € g2 funcoes convexas no
conjunto convexo Q. Entao, gi+gz € convexa em Q.

Demonstracao: Vide LUENBERGER (p. 178). /1]]

O lema 1 é importante pois mostra que a sSoma de funcoes convexas
possui apenas um ponto de minimo. Como cada ordem utiliza uma funcao
convexa para definir sua contribuicdo a funcao-objetivo, as posigoes dos



blocos e por consequéncia dos programas completo e parcial tmbem serzn
convexas dos horarios de término. Dessa forma, procedimentos de

funcoes proce
: m ser utilizados para a localizacao dos pontos

busca nao-linear irrestrita ppde
que otimizam a funcao-objetivo.

Lema 2. Para g(x) uma funcao convexa e zl!l um intervalo inicial de indecisao,
o método da secao aurea, apos n iteracoes, define um intervalo zinl onde se

encontra o ponto de minimo de g(x).

Demonstracao: A demonstracao € conseqiiéncia direta da definicao do
método. Para a definicao algoritmica do método, vide BAZARAA et al. (1993,

pp. 270-2) por exemplo. Jurafy

3.2. Construcao do AlIE |
Seja g{C) uma funcao convexa que descreve o valor do custo de jeJ de

acordo com seu horario de término. Vamos supor que o instante de inicio do
horizonte de planejamento seja definido por to € que o horario de término de

L

minimo custo (horario de término desejado) seja definido como C;.

Denominaremos G(b]=z g;(C;) a funcao-objetivo do bloco para cada

JEb
bloco be B. Adicionalmente, vamos definir G(b*) como o valor de G{(b) se b fosse
antecipado em um pequeno valor e G(b) analogamente para um pequeno
postergamento. Considerando que nosso intervalo de indefinicao seja definido

por z, podemos dizer que G(b")= ZQJ{CJ -az) e Gb )= Zgj(cj +(1-a)z),
jeb Jjeb
onde O<ea<l.
Do ponto de vista pratico a € simplesmente um fator que faz com que a
soma das movimentacoes para a direita e para a esquerda seja equivalente a z.
Dessa forma, a movimentacao para a direita pode ser diferente da

movimentacao para a esquerda.
No desenvolvimento do algoritmo vamos considerar cinco possiveis

regioes em uma funcao convexa: as regioes de tipo 1, 2, 3, 4 e 5, conforme

apresentado na Figura 1.
Considerando a convexidade da funcao-objetivo, podemos dizer que os

cinco tipos de regioes representam que se o bloco estiver na regiao do:

e Tipo 1: antecipacdoes adicionais sao interessantes pois o bloco esta
numa regiao onde uma antecipacao promove um decréscimo na

funcao-objetivo;

e Tipo 2: antecipacoes adicionais nao sao interessantes pois o bloco esta
numa regiao onde uma antecipacao promove um aumento na funcao-
objetivo;

e Tipo 3: antecipacoes adicionais ou aumentam ou nao alteram a funcao-
objetivo. Por essa razao opta-se por nao se antecipar mais o bloco;

e Tipo 4: antecipacoes adicionals ou aumentam ou nao alteram a funcgao-
objetivo. Por essa razao opta-se por nao se antecipar mais o bloco;

e Tipo 5: antecipacoes adicionais aumentam o valor da func¢ao-objetivo.

Suponha que o algoritmo tenha realizado as antecipagoes [n-1] e [n]. A
Tabela 1 descreve o raciocinio utilizado na construcao do algoritmo.
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Figura 1: Regioes possiveis numa funcao convexa
Ponto Conclusao
[n—-1] n
tipo 1 ttpo 1  Antecipar mais uma vez
tipo 1 tipo 2 A regidao de minimo custo esta compreendida entre [n-1] e [n]
Regiao tipo 1 tipo3 O ponto de minimo custo € b de [n]
tipo 1 uipo4 O ponto de minimo custo € b de [n]
tipo 1 tipo 5 O ponto de minimo custo € b de [n]

Tabela 1: Relacoes possiveis entre os tipos de regioes de uma funcao
convexa em duas iteracoes do algoritmo

O algoritmo funcionara tomando as acoes que atendam as conclusoes
apresentadas na Tabela 1. A seguir o algoritmo € descrito mais formalmente.

Suponha sem perda de generalidade que t=0. O algoritmo tem inicio
programando-se a primeira ordem de modo que gi(Ci) seja minima. Se

C; <p,, entdo, CM =p,. Caso contrario, pode-se definir Ci'"=C;.
Considerando que um programa parcial ja tenha sido elaborado até a ordem j,

:rfm. a j+1-ésima ordem pode ser programada de acordo com dois casos: um

onde a ordem nao pode ser programada com custo minimo e outro onde a
ordem pode.

Caso 1 (sem custo minimo garantido): C;“ + p;,; > C},, . Programa-se j+1
de modo que C§ =C, + p;,,. j+1 € inserida no bloco [
Caso 2 (com custo minimo garantido): CH* + p;,, <C}., . Programa-se j+1

de modo que C}ff = C}_ﬂ . Cria-se um novo bloco com a ordem j+1.



A propriedade-chave agora se transforma em: G(h<G(l*), i1sto €, uma

antecipacao adicional faz com que a funcao-objetivo do bloco aumente ou se¢
AIE

mantenha. Se apoés o acréscimo da ordem 1 ao programa x; , a

propriedade-chave é mantida, ndo se toma nenhuma acao. Por outro lado, se a
propriedade-chave € violada, o bloco | é movimentado para mais cedo
enquanto pelo menos uma das condi¢oes abaixo nao aconteca:

Condicdo 1: €ynmeion=0. Ocorrera somente se [=1. Caso ocorra, 0 bloco I
nido pode ser movimentado para mais cedo pois ele estara comecando no

horario O;
Condicao 2: A desigualdade G{))<G(l) torna-se verdadeira; o algoritmo

constata que o bloco esta na regiao de tipo 2, 3, 4 ou 5. Neste caso, s€ 0 bloco
estiver na regiao do tipo 2 significa que uma antecipagao um pouco menor
poderia fazer com que a funcao-objetivo diminuisse. Em outras palavras, duas
iteracoes consecutivas, [n-1] e [n], terem avaliado as regioes como sendo do

tipo 1 e 2 respectivamente. Caso ocorra, devera haver uma busca na regiao
pertencente ao intervalo [C) cin-1l 1, de modo que o ponto de minimo

primerro|(l)? =~ primeiro(l)

dentro de uma indecisao aceitavel seja localizado.

Observe que pelas antecipacoes, os blocos [ e -1 podem ser unidos
(l-lul-1) diversas vezes. A unido nao leva a modificacées no algoritmo
descrito, visto que o bloco unido tem o mesmo tratamento do bloco [ inicial.

Suponha que A" = Igjnb[ej—aj) seja a antecipagcao, apos n
je Dim(b)

movimentacoes, que fez com que a condicado 2 se tornasse valida,
posicionando o bloco numa regiao de tipo 2. O intervalo de indecisao

n n=1] 1 _ oln-1) in] . 5
[c'! cinll o), com 2N =ClZl ) —Clviroy » cONtém o ponto de minimo

primeiro(l) !
custo do bloco L A utilizacao de um procedimento de busca unidimensional

em Z!l pode encontrar um intervalo menor de indecisao acerca de qual a
posicao do bloco que gera o minimo custo. A saida do procedimento sera a

antecipacao 6tima A’ que substitui a antecipacao Al

Para tanto, utilizaremos um procedimento de busca unidimensional
bastante conhecido, denominado método da secao aurea (LUENBERGER, pp.
199-200). No método da secao aurea, apos m iteracoes, o intervalo de
indecisio se reduz a z™ =(2/(1++5))"'2z".. Considerando que o intervalo de

indecisao final seja z, isto €, Zm=2z, podemos dizer que sao necessarias

In(z /2"

™=t e/ 5)

iteracoes para que o procedimento seja finalizado.
Se for o caso, apos a localizacao de A®, o programa resultante € m.1. O

algoritmo faz sucessivas aplicacoes do procedimento acima formando os
AIE _AIE AIE
PrOgramas 7, ,@z .- %y| -

O teorema abaixo, garante a otimalidade do algoritmo.

Teorema 2.1. Suponha que para um programa parcial :rf”: calculado pelo

AIE, o valor minimo da funcao-objetivo de seus blocos esteja em um
intervalo de indecisao z. Considerando que dentro de z todos os blocos
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fornecam o mesmo valor da f = ' AlE valor de
'
uncao-objetivo, .e‘rjf leva ao menor valo

glz;) Zm g:(C,) dentre todos os programas possiveis para as primeiras j
ordens.*

Demonstracao: Como hipotese de

teorema € verdadeiro, isto é. AIEY _ .
9% 5)=smin

Os programas pOSsivels para as j primeiras ordens
7o, O teorema € verdadeiro. Portanto. sé falta provar

inducdo, assumimos que em 80
gl7;), onde I, é o conjunto de todos

Para o programa vazio

- . AIE :
término da ordem kem 7, e z j » respecuivamente. Podemos considerar dois

casos: um onde a ordem pode terminar no horario desejado, C* + p.,, < C;
J JHl =27+l

utro, onde a orde 5 AIE .

AIE :
Caso 1. C/™" +p, , < Cj.1- Este caso permite que o algoritmo programe

AIE

jt1 de modo que Cy =C;,,, e portanto, para ; A% a funcao-objetivo sera

AlE AlE » .
glz;.y)=glz; )+ g,.,(C;.,). Levando em conta que C . =argming;,,(C;,,) por

g
AlE
)=

definicao e que g(r y m;.l.ljrll g(7;) pela hipétese de inducao, podemos dizer

J J

AlE 2 -
com certeza que g(7,.;) < g(z j+1) - Portanto, o teorema é verdadeiro neste caso.

Alk s = = . - .
Caso 2. Cj™ + p;,;, >C;,,. Como nao é mais possivel ocorrer C/{ =C},,,

o algoritmo programa inicialmente j+1 de modo que C.T =C/* +p.,,

avaliando o valor de e, ... € a relacao entre G(l) e G(I). j+1 € inserida no
bloco [. Considerando a hipotese de inducao e a convexidade de gj1(GCii),

podemos dizer que g;,,(C7)<g,.,(C/ii +¢) onde C),, <C/f <C/f +¢. Com
essa consideracao, sabemos que g(7.1) s6 pode ser diminuida caso haja uma
antecipacdao A do bloco I Sem perda de generalidade, vamos supor que as

antecipacoes nao gerem uniao dos blocos le I-1.

AIE _ : : -
Se em algum momento € nmeron =0, © algoritmo nao faz mais

movimentacoes e o teorema prova a otimalidade do mesmo pois nao ha uma

antecipacao A que possa fazer com que o valor da funcao-objetivo diminua. Por
: = AIE o : :

outro lado, se nas movimentacoes €, (1) © 0, o algoritmo antecipa o bloco !

até que aconteca um dos dois subcasos abaixo: |
Subcaso 2a. A desigualdade G{)<G{l*) torna-se verdadeira, sendo que na

antecipacao corrente, [n], avaliou-se a regiao da funcao-objetivo e constatou-se
que ela é equivalente ao tipo 3, 4 ou 9. Pela convexidade de G(l)= ZN g;(C;),

garantir a que 0 minimo esteja compreendido
das amplitudes das movimentacoes a direita e

ema esta provado para este subcaso.

a desigualdade € suficiente para

no intervalo z desde que a soma
a esquerda seja no maximo z. O teor

" ol TP T irios de término geralmente ndo sao
4 : - te justificavel visto que os horarios de ‘
Do ponto de vista pratico, z € facilmente ) do desejo de término sempre vai acontecer num

- e continua: A especificagao . X
mﬂﬂfdgs i Tssnlicitm;ﬁu de entrega de um produto acontece no dia 5 por excmplo, ¢ 020 na hora
mtervalo de tempo. dia. uma hora, ou qualquer outro intervalo, especifica que

] Esse interval e ser um _ rval
12{:34 dnd]tiscie vista do mz,t;;u ;upz‘:agmma, é indiferente qualquer que seja o término dentro desse
sob o pon

intervalo pré-especificado.
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Subcaso 2b. A desigualdade G{l)<G(l’) torna-se verdadeira, sendo que na
antecipacao corrente, [n], avaliou-se a regido da funcao-objetivo e constatou-se
que ela é equivalente ao tipo 2. Pelo tipo de construcao do algoritmo, na
antecipacao [n-1] a regiao era do tipo 1, € por consequéncia, houve uma
inversao do sinal da derivada da funcao-objetivo entre as iteragoes [n-1] e [n].
Havera uma busca utilizando o método da secao aurea na regiao pertencente

ao intervalo [CAZINl  CAP-]. Considerando o lema 2, pode-se dizer que

acontecerao k iteracoes até que ziK<z. Isso termina a prova do teorema. ////

3.3. Implementacao computacional e questdes relacionadas

Parte do algoritmo apresentado vai ser implementado com a utilizacao de
filas de prioridade, que de acordo com TARJAN (1983, p. 33), podem ser
definidas como estruturas de dados abstratas consistindo de uma colecao de
itens, cada um dos quais possuindo um valor real associado denominado
chave.

Para cada bloco de ordens b é mantida uma fila de prioridade P(b), que
determinara o quanto cada um podera ser movimentado. Em outras palavras,
havera uma fila de prioridade para cada bloco. Cada fila de prioridade devera
manter dois valores de cada item: o primeiro é o indice das ordens

pertencentes a Dim(b); o segundo € o valor equivalente a C; - C;- (quantidade

maxima que e; pode ser diminuida, enquanto diminui o atraso de j) para cada
indice je Dim(b), doravante denominado chave da fila de prioridade.

O algoritmo foi implementado considerando oito operagoes. Para n o
numero de itens da fila de prioridade, e considerando que as filas de
prioridade sejam representadas por arvores binarias, os tempos de solucao no
pior caso (os 6 primeiros retirados de TARJAN, cap. 3) e as oito operagoes sao

definidas a seguir:

Operacdao 1. CriaFilaPrior(P). O(1). Cria uma fila de prioridade vazia
denominada P. A criacao de uma pilha com n elementos demanda
tempo O(n);

Operacgiao 2. EncontraMin(P. O(1). Encontra um item de minima chave
na fila de prioridade P e apresenta essa chave sem remover o item da
mesma,;

Operacao 3. ApagaMin(F. Oflogn). Encontra um item de minima chave
na fila de prioridade P. Apresenta seu indice € remove o item da
mesma. Essa operacao elimina o né do primeiro nivel da arvore e une
os dois ramos que eram filhos do no que foi eliminado, definindo o
novo no do primeiro nivel;

Operacao 4. Insere(j,x,F). O(1)+O(logn)=0O(logn). Insere o item j com chave
x na fila de prioridade P. A operacao consiste em criar uma nova fila de
prioridade com o item j (com tempo O(1)) e depois unir essa fila com a
fila P (Oflogn));

Operacédo 5. Une(P,,P2). Oflog(ni+nz))=O(logn). Une as filas de prioridade
P, e P; de itens disjuntos (com n; e n; elementos respectivamente) em
uma nova fila de prioridade que se transforma em P;. A fila de
prioridade P, torna-se vazia. Maiores detalhes podem ser encontrados
em TARJAN (pp. 39-40);

Operacao 6. AdicionaParaTodasChaves(x,P). O(1). Adiciona-se x para
todas as chaves dos itens pertencentes a fila de prioridade P. Neste
caso, a arvore deve manter como chave nao seu valor em s1, mas o
imcremento que um no filho tem sobre o né pai. Assim, o valor de uma
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chave especifica num né y pode ser obtido somando-se os valores de
todos 0s nos que estao no caminho entre o no6 do primeiro nivel e o0 no
y. Com 1SS0, esta operacao adiciona x apenas ao no raiz.

Operacao 7: Defu?eTlmeegiﬁﬂEm[—x]. O(n). A operacao calcula G(]) e G(I')
com uma anteE:lp_aq:ﬁﬂ de x e avalia o tipo de regiao.

Operacao 8: SecaoAurea(a,b,f,z). O(log(dmax/2)). O método da secao aurea

vai

demandar

= 1+lng(z/é.]/10g[2/(1+\/§)l

—1+1log(A/z)/log((1++/5)/2) = O(log(a / z)) (onde A € uma antecipacao)
itera?ﬁes atf.:: que o valor de indecisao seja z. A maior antecipacao
possivel sera dmay; ponto mais distante onde o algoritmo colocaria a
ordem de modo que houvesse antecipacoes. Utiliza o método da secao
aurea para a definicao da posicao de minimo custo para o bloco. Dada
uma funcao f, e o intervalo [a,b] onde a busca deve ser realizada, a
operacao localiza, com uma precisao de z, a posicao que leva o bloco a

ter minimo custo.

Apresenta-se adiante o pseudocodigo do AIE descrito anteriormente. O
procedimento € chamado InsereEspera2, conforme Figura 2, e tem como
procedimento auxiliar o procedimento Antecipa2, conforme Figura 3.

O codigo computacional do método da secao aurea € bastante comum €
pode ser encontrado em diversas fontes como por exemplo em PRESS et al.

(1992, pp. 390-5).

procedimento Insere Esperal (52)
inicio
para ;=1 até n faga
C;":=argming/(C))
I:=1: primeiro(1):=1; ultimo(] =1
se C, <p, entao
C\:=py;
caso contrario
C,:=C,";
G(1 ):=g,(C,); CriaFilaPrior(P(1)):
para j:=] até n—1 faca
se Cﬁpﬁ,{fﬂ,' entdo
inicio
[=l+1: CH=CJ-+I'; prfmefrﬂ(!):-fj+!;
dltimo():=j+1; GAD=gm(Cr)s
CriaFilaPrior(P(/));
fim;
caso contrario
inicio
ultimo(ly:=f+1; Coy =CPjsrs
Insere(j+1,Ciy=Cry »P(D);
GAD=Gyg(Cpr)
enquanto G ([)>G(/") €

| Uma sequéncia completa e o intervalo de indecisao maximo ea

2 entrada do procedimento
3 Calculo de todos os horarios de término desejados
4

5 Atribuigao da ordem /=1 a0 Ultimo bloco que também € o primeiro*

6 Se o horario de término deseiado € anterior 20 instante inicial.

E Define-se o horario efetivo de inicio de =1

9 Define-se o horario efetivo de inicio de /=1

10 Define-se os custos do bloco. Cria-se a primeira fila de prioridade.
11 Caleulo dos horarios de inicio das outras ordens:

12 Se o hor. de término de j+1 sem espera € anterior a0 hor. de

13 término desejado de j+1.

14 Cria-se um novo bloco  inserindo-se j+1 nele> atribui-se os custos

ig 20 bloco bem como o hor. de témino efetivo da ordem
17

18 Se o hor. de término de j & posterior ou igual ao horario de

19 término desejado de j+1-

20 |nsere-se a ordem no ltimo bloco definindo seu horario de
21 término.

22

23 Se o bloco estiver num ponto onde uma antecipagao faz com que

demm{n“ﬁ,mmm‘*ﬂ faca 24 os custos diminuam entao utiliza-se 0 procedimento
AntecipaZ; 25 Antecipa2
fim de enquanto; 26
fim; 27
fim. 28 Final do procedimento
Figura 2: Pseudocodigo para insercao de espera em seqiiéncia
das ordens representados por funcoes convexas dos

predefinida; custos

horarios de término
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procedimento Antecipa2 iciali |

fiicda !?I:IE;E?EIHZEGQ-D do procedimento.

Al ifEﬂmntfaMin{Fm}: 30 Maximo adiantamento das ordens atrasadas do bloco / de modo

se -’;L iﬂﬁﬂ 3] que uma primeira delas saia de Dec(/) e va para Cre{)).
"-_Cr"PlI: 32 Maxima movimentagao de [ se houver s6 um bloco.

caso contriario 33

N ﬁ;:zc‘ﬂﬁmur::{ﬂ-ﬁjpnmdm{f}-r ilrimoli=1): 34 Maxima movimentagao de / se houver mais do que um bloco.
NI-=mI[{n i‘?‘_‘-ﬁzéi SR B iz Maxima movimentagao de | em qualquer caso.
NovaRegiao:=DefineTipoRegidoEm(=A); Verifica a reqido da funcs ipacao de A

se NovaRegidao=Tipo2 entdo 37 i et L e

ﬂ:={53e¢;ﬁnh uré_z:({ ;)T,l,;fm:.mm“j- 38 Utiliza o método da SeCa0 gurea para definir a antecipagao ideal,
primoiro(f)»™~) Fes
hdlcmnaf’_ﬂrﬂﬂdﬂsﬂha ves(—A,P(1)), 39 Antecipago do bloco em uma magnitude de A-
Cpnmnmm‘- Irnm-nm{fl_i_"; [."H.Fr:mnlﬂ:=ciﬁrmn{ﬂ_ﬂ: 40 REﬂEﬁﬁl?&J dos horarios de termino.
enquanto EncontraMin(A(/))=0 faca 41 Enquanto houver ordens que deixaram de estar atrasadas.
k:=ApagaMin(A(/)); 42 Retira a ordem de |.
fim de enquanto, 43
se "3" I_'Ef Cu.'r:m[.ﬂ-*H:Cpnnn'mﬁ}-ﬂlﬂﬂmnﬁ} entio 44 Se | encostou em - 1.
inicio 45
Une(AU=1),.P(D); ltimo(I=1):=ultimo(l), 46 Une | e 1. Redefine a tiltima ordem de .
GA=1)=CGUI=1GAD; I=I-1; 47 Redefine os custos de /. Redefine |
fim; 48
fim; 49 Final do procedimento:

Figura 3: Pseudocédigo do procedimento Antecipa2

No pseudocodigo nao se introduziu uma definicao de « pois ela é
dependente de caracteristicas do problema a ser analisado. Além dessa
dependéncia do problema, o calculo de a nao oferece maiores complicacoes

nem tem um impacto significativo no tempo computacional do algoritmo.
O leitor pode verificar que G(]) ora € usada como GfI) € ora como Gy(). A

diferenca entre ambas € que a primeira representa a funcao G() e a segunda o
valor numerico da funcao G{l). Embora nao haja uma explicitagcao, g{C) segue
0 mesmo padrao nas operacoes de atribuicao, ou seja, se x=Gf)+gi(C),
estamos querendo dizer que a funcao g{C) esta sendo acrescentada a funcao
GAl]), enquanto que se a operacao for do tipo x=G,()+gj(C), estamos querendo

dizer que o valor de gj{C) esta sendo adicionado a G.(l).

Proposicao. O tempo computacional do algoritmo sugerido é de
O(|J | max{|J |,log(d.. / 2)}), onde dmax € a maior data de entrega, |J]| € o
numero de ordens e z € a precisao com que o procedimento de busca vai

definir a regiao otima.

Demonstracao: Desconsiderando as linhas 36, 37, 38, 41, 42 e 43, o
tempo de execucao do procedimento Antecipa2 pode ser considerado como
O(1). O tempo para a realizacao do meétodo da secao aurea (linhas 37 e 38),
como visto anteriormente, € Oflog(dmax/2)) € 0 tempo para realizacao da
operacao DefineTipoRegiaoEm(x) demanda O()) considerando que o bloco
contenha j ordens. No pior caso, as operacoes serao utilizadas tantas vezes

quanto o procedimento Antecipa2 o for. O procedimento ApagaMin (1. 41, 42 e
43) possui tempo O(log j) para j ordens na pilha. No pior caso, o procedimento
Antecipa2 sera utilizado |J|-1 vezes. Assim, o tempo total demandado pode

ser definido como



1J]=1
Z{lﬂg[dmu /2)+ j}=(|J|-1)log(d, ... / 2)+ (|J|-1)|J|
2

J=1

" - =0 J|max{| J|,log(dmax / Z)})-
o procedimento Antecipa2 foi utilizado |J|-1 vezes, a operacao Insere

(. 21) também o foi. O t 3 i s
| > empo de execucgao das linhas 3 a 10 é O(|J|) e das
linhas 12 a 22 é ZIDg_}. Considerando a concavidade da funcao log j, € que

Jj=1

logx=Inx/In2, podemos dizer que

% /141 ]

log j < |log xdx = — IJiel_
j gxdx = — xlnx [{""'= O(| J | log | J |).
Portanto, no pior caso, o tem

: , po total demandando pelas linhas 12 -

Og' J 50? | J| JJ Portanto o tempo total do procedimento Insere Espefasiz e S
(1J[log|J|)+O(|J | max{| J|,log(d., /2)}) = O(| J | max{| J | ,10g(drmax / 2)})

conforme queriamos demonstrar. [1]]

A ord ' '
em do tempo no pior caso poderia ser um pouco melhorada em

alguns casos se considerassemos que a realizacao dos |J|-1 meétodos da
|J]-1 |J]-1

secao aurea demanda tempo Y {log(d,/z)} ao invés de ) {log(dnma. /2)}-
J:=1 J‘=l

_ 1J1=1
Observe que no caso particular onde dmax=d; (V)), Z{lng(dj/ z)}
j=1

|J]-1

= ) {log(dmax / 2)}-

Jj=1
A proposicao mostra portanto que o algoritmo tem tempo de solucao
polinomial com o tamanho de entrada, pois depende de log(dmax), ou mais
formalmente, o tempo de solugao € limitado por uma func¢ao polinomial do
namero de bits necessarios para especificar uma instancia do problema em

representacao binaria.

4. Discussio adicional

Os procedimentos aqui propostos devem ser utilizados em softwares de
programacao da producao. Os procedimentos sao melhorativos e de grande
detalhamento pois geram informacoes que provavelmente nao precisam de
tratamento adicional para serem utilizadas.

O tema tratado parece ter desdobramentos interessantes na criacao de
procedimentos que o utilizem. Como ele ja tem uma funcao-objetivo bastante
genérica e o AlE associado possui um tempo de solucdao baixo, parece
improvavel a obtencao de resultados adicionais muito interessantes. A
expansao da abordagem para funcoes multimodais talvez possa Ser

interessante do ponto de vista teorico.®

inteira de x, 0 nimero de bits w(n) necessarios para representar

e a parte
)=[log|n|]+1, se n#0 e w(n)=1 caso contrario. Se 0

5 Considerando que [x] represent

1 nfimero inteiro # em um registro & dado por w{n)={X e et
algoritmo dependesse de .,y 20 invés de 108(dma) ele seria pseudopolinomial, ou seja, polinomial caso a
entagao unaria.

instancia seja especificada em repres

¢ Este trabalho ¢ uma versao condensada de COLIN (2000, cap. 2).
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